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Aufgabe 1:

Druck p, Volumen V und Temperatur T eines idealen Gases erfüllen die Zustandsgleichung

pV = cT.

Leiten Sie daraus folgende Relation zwischen den partiellen Ableitungen her:

∂V

∂T
· ∂T
∂p
· ∂p
∂V

= −1.

Aufgabe 2:

Die Funktion

f(x1, x2) =

{
x2

1x2

x2
1+x2

2
falls (x1, x2) 6= (0, 0)

0 falls x1 = x2 = 0

besitzt in jedem Punkt (x1, x2) ∈ R2 partielle Ableitungen ∂
∂x1

f(x1, x2) und ∂
∂x2

f(x1, x2).

(i) Berechnen Sie ∂
∂x1

f(x1, x2) und ∂
∂x2

f(x1, x2)! Sind die partiellen Ableitungen stetige
Funktionen von x1 und x2?

(ii) Berechnen Sie die Richtungsableitung von f bei x1 = x2 = 0 in Richtung (1, 1)T !

(iii) Ist f bei x1 = x2 = 0 differenzierbar?

Aufgabe 3:

Abbildungen f : R3 → R3 bezeichnet man auch als Vektorfelder. Für Vektorfelder sind
Rotation rotf und Divergenz divf wie folgt definiert:

rotf =




∂2f3 − ∂3f2

∂3f1 − ∂1f3

∂1f2 − ∂2f1


 , divf = ∂1f1 + ∂2f2 + ∂3f3.

Berechnen Sie rotf und divf für das Vektorfeld mit f(x1, x2, x3) = . . .

(i)




x1

x2

x3


 , (ii)




−x2

x1 − x3

x2


 , (iii)




cos x2

x2
3

ex3


 , (iv)




ln(x1

√
x2

2 + x2
3)

x1/x3

x1e
x2x3


 .

Zeigen Sie, daß für ein beliebiges zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld f gilt:

div
(
rotf

)
(x1, x2, x3) = 0.
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Aufgabe 4:

Der Hamiltonoperator H des eindimensionalen harmonischen Oszillators ist definiert über
seine Wirkung auf Wellenfunktionen φ : R→ C:

Hφ(x) = −
( d
dx

)2
φ(x) + x2φ(x).

Die speziellen Wellenfunktionen

φ1(x) = e−x
2/2, φ2(x) = xe−x

2/2, φ3(x) = (2x2 − 1)e−x
2/2

sind sogenannte Eigenfunktionen von H, denn Sie erfüllen die Gleichung

Hφi(x) = Eiφi(x), i = 1, 2, 3

mit geeigneten Energiewerten Ei ∈ R. Berechnen Sie die Energieeigenwerte E1, E2 und E3,
die den Wellenfunktionen φ1, φ2 und φ3 zugeordnet sind!

Der zweidimensionale harmonischen Oszillator wird beschrieben durch den Hamiltonoperator

H̃ψ(x1, x2) = −
( ∂

∂x1

)2
ψ(x1, x2)−

( ∂

∂x2

)2
ψ(x1, x2) + (x2

1 + x2
2)ψ(x1, x2),

der auf Wellenfunktionen ψ : R2 → C wirkt. Zeigen Sie, daß ψij(x1, x2) = φi(x1)φj(x2)
für beliebige i, j ∈ {1, 2, 3} eine Eigenfunktion zu H̃ ist, und berechnen Sie die zugehörigen
Energiewerte Ẽij, so daß

H̃ψij(x1, x2) = Ẽijψij(x1, x2), i, j ∈ {1, 2, 3}.
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