Lésungen fiir das 1. Ubungsblatt

Rechenregeln.
(1) Hauptsatz: Ist F' Stammfunktion von f, d.h. F'(z) = f(z), dann

/abf(x) -

(2) Partielle Integration:

/ e Flx)g(x)

(3) Substitution x = ¢(t)

(")
/ f(x)dz = / F(&(0) (1)t

¢~ (a)

/f d:c—/ fla

Am Ende muf} der Integrand nur in ¢ ausgedruckt werden.

(4) Substitution ¢t =

Einige elementare Integrale.

1 dx
/:cpd:c = ?l’“l, - =In|z|, /em dv = e",
p

/sinxdx:—cosx /cosxdm-smm

/ sinh x dx = cosh x, / cosh x dr = sinh x,

. dx
dx = arcsin z, 5 dx = arctan x,
1+=z

dz
V1—x?
1 1
/sin2 rdr = 5(3: — sinz cos x), /coszxd:c = 5(3: + sin x cos ).
Aufgabe 1.

(1) Substitution z = €’ fiihrt auf fliln: 4 Ergebnis: In }%}
2) Substitution t = z® fithrt auf f;: dt. Ergebnis: b* — a.

(2)

(3) Substitution ¢ = 2? fithrt auf 5 [, v \/ldtit Ergebnis: 3 (arcsin b — arcsin a?).
(4) Substitution ¢ = sin z fithrt auf [ 4t Ergebnis: In |52t
(5)

5) Partielle Integration mit f(z) = x, g( ) = Inz. Ergebnis: §(ln |g\)2
1



(6) Partielle Integration mit f(z) = e, g(x) = z* fiihrt auf Integral [ z®e®dz. Noch-
= 61"

malige partielle Integration mit f(x) g(z) = 2 fithrt auf Integral [ z?e”dx
b
usw. Ergebnis: (24 — 24z + 1222 — 42° + 2)e”

(7) Partielle Integration mit f(r) = sin® z (Stammfunktion s.0.) und g(z) = z. Ergeb-
z? x 2 2

S R (g .
nis: <4 5 sinwcosw + g(sin” x — cos x))

(8) Partielle Integration mit f(z) = sinh, g(z) = sinh® z und die Relation cosh®z =

1 + sinh? z fithrt auf die Gleichung
b b b
— 2/ sinh z dz — 2/ sinh® z d.

a

b
/ sinh® z dx = sinh? z cosh
a

b
Diese kann man nach [ sinh® z auflésen. Ergebnis: %(sinh2 x coshx — 2 cosh :13)

a

3

Aufgabe 2. Partielle Integration mit f(z) = cosx und g(z) = cos® x ergibt

/ cos*rdr = sinzcos®z + 3 / sin? z cos® z dz.
Mit sin? 2z = 1 — cos? x leitet man folgende Gleichung her:
4/cos4xdx = sinx cos® x + 3/0052xdx.
Deshalb ist
4 3 3 . 1 . 3
cos* xdr = gat + g SInx cosx + Z sinx cos®x + C.
Ganz analog (benutze sinh® z = cosh® z — 1) folgt

1
/cosh2 rdr = gx + g sinh z cosh z + 1 sinh z cosh® z + C.

Im ersten Integral substituiert man x = sin t:

b arcsin b
/ (1—22)*%dz = / (1 —sin?t)3? cost dt

rcsin a

arcsin b
= / cos* t dt

5) 3 3 b
— <(§3j — %)\/1 — a2+ S arcsinx))

Im zweiten substituiert man x = sinh ¢ und erhalt

b 3
/ (14 22)*2dz = ((% + %)m+ %arsinh ZE))

b
a
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Aufgabe 3. Alle Integrale lassen sich durch die Substitution ¢ = f(z) vereinfachen. Man

erhéilt:
(1) f(1) at IlIl| (1)‘

i f i
(2) [ro) t™dt = iz (F(L)™H = f(0)™*)
(3) ff(gl)) etdt = ef(M) — £f(0)

Aufgabe 4.

(1) Die Flichenformel lautet A = ff f(x)dx — ffg(:c)dx Also
A = / b\/l—(:v/a)2dx—/ —by/1 — (z/a)?dx
= Zb/a V19— (z/a)?dx

arcsin 1

v=asint  op macostdt

arcsin —1

/2
= 2ab / cos®tdt

—7/2
w/2

= ab(z + sin z cos z) )
—7/2

= abr.

(2) Dieselbe Flachenformel wie oben. Also

1 1.2
A = /_cosgxd:c— %daz

1 -1

= / Cost———/ 2% dx
—7/3 7T/3 2 —1

= %(Sinw/?) — sin(—7r/3)) — %(13 - (_1)3)

_ 33 L
oo 3
(3) Die Flichenformel lautet A = 3 OZW (r(¢))dg. Also

1 2m

A = 5/ (b? + (a® — b%) cos® ¢)do

0
b2 2T 2 _ b2 2T
= — qu—a / cos® ¢ do

2 Jo 2 0
a® + b?

== .

2



