Lésungen fiir das 5. Ubungsblatt
Aufgabe 1.

(1) Das charakteristische Polynom fiir die erste Matrix lautet

B 1-X2 =2\ _ o
P()\)_det( > 1_)\)_)\—2>\—3

und hat die Nullstellen (=Eigenwerte) A\; = —1, Ay = 3. Die Eigenvektoren zum
Eigenwert —1 bzw. 3 sind diejenigen Vektoren v € R?, die das homogene Glei-
chungssystem

2 =2 2 =2
(_2 9 )~U—Obzw. <_2 9 )~v—0

losen. Also sind z.B.
111:(1) bzw.UQZ(_ll)

Eigenvektoren zu —1 bzw. 3.
(2) P(\) = A\*—3X\—4, Eigenwerte sind \; = —1 und \y = 4, zugehorige Eigenvektoren

sind z.B.
(3, (1
V1 = 1 ZW. Uy = 9 .

(3) Das charakteristische Polynom P()\) = —A3 —9\? — 18 hat kein konstantes Glied
und deshalb ist A; = 0 eine Nullstelle. Die beiden anderen Nullstellen sind Lésun-
gen der quadratischen Gleichung A2 49X+ 18 = 0, néimlich A\ = —3 und \3 = —6.
Zugehorige Eigenvektoren sind z.B.

2 0 -1

vy=1 0 bzw. vy = -1 bzw. v3 = 1

1 1 0

Aufgabe 2.
alb=—=5,bTc=4,cHd= -2, d"d = 2i, d"d = 4,
-2 0 1 3 0
cal = 2 0 -1 J,axb=|0],exec=1| 0],

-2 0 1 6 0

det(abc) =a’(bxc)=(bx c)la= -9, c'(axc)=0.
Die Vektoren v; haben die Langen

lorll = V6, ool = V/12/5, lus]| = V6,
und sind paarweise orthogonal, d.h.,
v] vy = vivs = vi vy = 0.

Ein weiterer orthogonaler Vektor v, muf} die drei Gleichungen

vivg =0, vivg=0, viv,=0
erfiillen, d.h., v, 16st das lineare Gleichungssystem

1 2 -1 0
3/5 1/5 1 —1 |-w=0.
2 -1 0 1
1



-1
Eine Losung dieses Systems ist der Vektor g . er hat die Linge v/60. Also kann
5
man wahlen:
-1
1 3
vy —
V60| o
5

Dieser Vektor vy und sein negatives —uvy sind die einzigen Vektoren, die auf vy, v und wvs
senkrecht stehen und Lénge eins haben.

Aufgabe 3.
1 .1 1
2 1 0 2 4 8
S 5 -1 1 10 & -0
(5 o) @yt )] g g g
0 0 0 %

Aufgabe 4. Man erhilt die Vektoren der vier Seiten durch Subtraktion der Punktkoor-
dinaten:

——— 3 —— 2 R —4 —_— —1
CL:P1P2:< 3),b:P2P3:(6)7C:P3P4:< 1)’d:P4P1:( 2)

Die Seitenlédngen sind also

PiP,=a| = Vi8~4.2
PPy = b = V40=~6.3
PP=|c| = V1T~41
PP =d] = V5i=22.

Der Innenwinkel bei P; berechnet sich zu

/PiPP ( @ d ) 3 0w
4179 = arccos | — = arccos =~ .
lalllld] V185

Mit entsprechenden Rechnungen kommt man zu

ZP1P2P3 ~ 630, ZP2P3P4 ~ 580, ZP3P4P1 ~ 130°.

Aufgabe 5.
(1) Die einfachste Darstellung ist gegeben durch

1 0
X =a+ t(d—a) = 1|+t 0], teR.

0 1

(2) Eine einfache Variante ist
1 1 —1
x =a + s(b—a) + tlc—a) = 1 + s| —1 +t| -1 |, s teR



(3) Einen Normalenvektor n der Ebene £ erhilt man so:

0
(b—a)x(c—a) 1 T I

M=) x(c=a)ll  Vv8\ 5 V2 \
Die Hessesche Normalform von £ (bzgl. des Punktes A) ist also

1

T __ L .
(x —a) bzw. 0 = \/§(O 11)( (1) ).

(4) Der Abstand von D zu & berechnet sich wie folgt

n

O0=n

0

= Alorn{o)i=5
(5) Fiir den Winkel ¢ zwischen der Geraden g und dem Normalenvektor n gilt
n(d—a) | 1
Il lld =all] ~ v2°
Der Winkel zwischen g und £ betriagt 90° — v, also
Z(g9,€) = 90° — arccos(1/V/2) = 45°.
Aufgabe 6. Durch Gau-Elimination bringt man A in die Form

1 2 3 4
0123
0000

Es verbleiben r(A) = 2 nichttriviale Gleichungen. Der Nullraum besteht aus Losungen v
des homogenen linearen Gleichungssystems Av = 0. Da die allgemeine Losung von der
Gestalt

dist(D, &) = |n"(d— a)|

cosp =

Ty 2 1
v _3 _2 . .
SL’z - M 0 + P2 1 , D1, P2 € R beliebig
Tq 1 0
ist, erhalt man
2 1
— -2
N(A) = span{ o3 Ao |
1 0

Die Vektoren e; = (1000)” und e; = (0100)” gehéren nicht zu N (A). Somit spannen
Ae; und Aes das Bild von A auf:

1 2
R(A)=span{| 5 |, 6 |}
9 10

Der Kern bzw. der Wertebereich von F' sind identisch mit dem Nullraum bzw. dem Bild
von A.



